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Dans ce document, K =R ou C.

1 Conventions, notations, rappels

Définition 1.1. Soit (z;);c; une famille d’éléments de R indexée par un ensemble I quelconque. Si

I est de cardinal fini, ) x; est bien définie. Si I est quelconque, on définit :
el

S a1 = sup {in

el ieJ

J C I de cardinal fini } €eR

On note les parties positives et négatives de x € R respectivement x4 et z_, i.e. x4 = max(z,0) et

x— = max(—z,0). Si > @iy < Fooet Y z; < +oo, on dit que la famille (z;);cs est absolument

i€l iel
sommable et on définit > x; = > wiy — > @i,
iel iel iel

Définition 1.2. Soit (A,,) une famille de sous-ensembles d’un ensemble X. On note

ngrfoo inf A,, = U ﬂ Ap et ngrfoo sup A, = ﬂ U Ap

neNp>n neNp>n

Définition 1.3. Soit f : Q@ — R? ou  est un ouvert de RP. On dit que f est différentiable en
x € Q ¢'il existe une fonction Dy (f) : RP — R? linéaire telle que, lorsque y — x,

fy) = f(x) + De(f)(y — ) + o(lly — =])

Si f est différentiable en tout x et que 'application & — D, (f) est continue sur €2, on dit que f est
contindment différentiable sur Q.

Définition 1.4. Soit a = (a1, ...,a,) € NP. On note, pour x = (z1,...,7p) € RP, 2% = 2! ... 1,7,
On note 0; la dérivée partielle par rapport a la i-éme coordonnées et 0 = (04, ..., 0p). Enfin, on note

a\" a\
8af(x1,...,mp):<8xl> (%) flz1,...,2zp)

Théoréme 1.1. Soit f : Q@ — R?. Les propositions suivantes sont équivalentes :

(i) f est contintiment dérivable par rapport & chacune de ses variables, i.e. les dérivées partielles
0; f existent et sont continues sur §2.

(ii) f est contintiment différentiable sur 2.

Théoréme 1.2 (Théoréme de Schwarz). Soit €2 un ouvert de R? et f : 2 — RY une application de

classe C2. Alors pour tout i, j distincts, % = g;gi.




2 Topologie des espaces vectoriels normés

2.1 Espaces métriques
Définition 2.1. Soient X un ensemble et d: X x X — R4. Alors d est une distance et (X, d) est
un espace métrique si d vérifie les propriétés suivantes :
(i) (Propriété de séparation) Va, y € X, d(x,y) =0 ssi z = y.
(ii) (Propriété de symétrie) Vx, y € X, d(z,y) = d(y, x).
(iii) (Inégalité triangulaire) Vz, y, z € X, d(z,y) < d(x,y) + d(y, 2).

2.2 Topologie
Définition 2.2. Soit (X, d) un espace métrique. Alors A C X est un ouvert ssi pour tout z € A, il
existe r > 0 tq B(z,r) C A. On a les propriétés suivantes :

e [union dénombrable d’ouverts est un ouvert.

e L’intersection finie d’ouverts est un ouvert.
Définition 2.3. Soit (X, d) un espace métrique. Alors A C X est un fermé ssi A° est un ouvert.
On a les propriétés suivantes :

e [’union finie de fermés est un fermé;

e [’intersection dénombrable de fermés est un fermé;

e Il est équivalent de dire que pour toute suite (z,,) € F convergeant vers z, on a z € F.

Propriété 2.1. Soient X et Y des espaces métriques et f: X — Y. Il y a équivalence entre :
e f est continue;
e Pour tout ouvert O € Y, f~1(O) est un ouvert de X ;
e Pour tout fermé F € Y, f~1(F) est un fermé de X.

Définition 2.4. On définit I'intérieur de A C X, notée A, comme étant le plus grand ouvert contenu
dans A. De méme, on définit la fermeture de A C X, notée A, comme étant le plus petit fermé
contenant A. On a donc :

A= |J o0 e« A= () F

O ouvert et OCA F fermé et ACF

2.3 Espaces normés

Définition 2.5. Soit E un espace vectoriel sur un K. Une application ||-|| : € E — ||z|| € Ry est
une norme sur E si :

(i) Pour tout x € E, A € K, || Az|| = |A]||=] ;
(i) Pour tout (z,y) € E?, ||lz +yl < [lz]| + [lyll.
(iii) [Jz|| = 0 si et seulement si z = 0.

Alors on dit que (E, ||-||) est un espace normé.



Définition 2.6. Deux normes |[|-||; et [|-||, sur E sont dites équivalentes s’il existe A, B € K* tels
que pour tout x € E, |Al[z[l, <[]y < [Bl[l,.

Théoréme 2.1. En dimension finie, toutes les normes sont équivalentes.

Théoréme 2.2. f € L(E, F) est continue si et seulement s'il existe une constante C' € K telle que
pour tout z € E, [|f(z)[|p < [C| || g-

Définition 2.7. On définit la norme opérateur de f € L(E, F) par :
1 lgr) =t 4C [ 1F @) < 1C] 2]}
Pour f € L(E,F), g € L(F,G), onaalors [lgo f|l g < [Ifllgr) - I9l(re)

2.4 Densité et séparabilité

Définition 2.8. Soit £ un evn et A € E. On dit que A est dense dans F si pour tout z € E et
e >0, il existe y € A tel que ||z —y|| <e.

Définition 2.9. Soit E un evn. On dit que F est séparable lorsqu’il existe un ensemble dénombrables
de boules (B;) tel que tout ouvert de F s’écrit comme une union de boules prises dans cet ensemble.

2.5 Complétude
Définition 2.10. Une suite (z,,) € EN est dite de Cauchy si :
Ve>0,INeN, Vp, ¢ > N, |lzp — x4l <e

Définition 2.11. Un evn E est dit complet (ou espace de Banach) si toute suite de Cauchy converge
vers un élément de E.

Théoréme 2.3. Un evn E est complet si et seulement si :

“+o0o +00
Y(z,) € EY, Z lzg|| < 00 = Zxk < 400
k=0 k=0

Théoréme 2.4 (Complétude). Soit E un evn. Alors il existe un evn F tel que :
e [ est complet;

o Il existe I € L(E, F) telle que I soit isométrique et I(E) soit dense dans F'.

3 Espaces L?

Voir aussi cours de probabilités, section Mesures et intégration.



3.1 Définitions et résultats

Définition 3.1. Soit f : R™ — R. On dit que f est une fonction borélienne si elle est mesurable
de (R™, B(R™)) dans (R, B(R).

Définition 3.2. On dit qu’une fonction borélienne f : R" — K est intégrable si :

/Ifl=/f++/f‘<+oo

On note L£(R") I'espace vectoriel des fonctions intégrables définies sur R™.
Théoréme 3.1. L'espace C.(R") des fonctions continues & support compact est dense dans £!(R™).

Définition 3.3. On définit £P(R™) comme 'espace vectoriel des fonctions boréliennes f : R" — K
vérifiant | f|P € £1(R"). On appelle alors £>°(R") I'espace des fonctions boréliennes f pour lesquelles

il existe une fonction g bornée telle que g RE f-

Définition 3.4. Soit p € N*. On appelle désormais (LP(R"), ||-||,) I'evn des classes d’équivalence
1

des fonctions de L7 pour la relation f ~ g <= f " g, o |fll, = (/ |f|p> " Dans cet espace,
[[[I,, est bien une norme.

Théoréme 3.2. Soit p € N*. Alors l'espace vectoriel normé (LP,||-||,,) est complet, c’est donc un
espace de Banach.

Théoréme 3.3 (Théoréme de Fubini - Tonelli). Soit f : R® — R une fonction borélienne. On
suppose que 'une des conditions suivantes est réalisée :

(i) f > 0 (Criteére de Fubini)
(ii) / |f| < 400 (Critére de Tonelli)

/ - /R ( ) dx) dv= /IR ( @y dy> da

Théoréme 3.4 (Formule du changement de variable). Soient U et V deux ouverts de R? et
¢ : U — V un difféeomorphisme. Alors si f est une fonction définie sur V' & valeurs positives,

. A 1
[1#20= J raweaa = J, Aot

3.2 Inégalités

Alors on a :

Théoréme 3.5 (Inégalité de Holder). Soient p, g tels que % + % =1.51i f € LP(R") et g € LI(R™),
alors fg € LY(R™) et || fgll, < Ifll, - llgll,-

Théoréme 3.6 (Inégalité de Minkowski). Soit p € N*. Si f, g € LP(R™), alors f + g € LP(R") et
1f + gll, < [If1l, + llgll,-

Théoréme 3.7 (Inégalité de Jensen). Soient a, b € R tels que a < b, ¢ : Ja,b] — R convexe,

A R®™ — R, borélienne telle que / A =1 et enfin g : R" — Ja, b[ borélienne telle que ¢ - A soit

n

w(/gk> S/(soog)A

5

intégrable. Alors on a :



3.3 Théorémes de convergence
Théoréme 3.8 (Convergence monotone). Soit (f,,) une suite croissante de fonctions boréliennes

positives de R — R telle que f, Py f. Alors f est borélienne et f, £ f-

Théoréme 3.9 (Convergence dominée). Soit (f,,) une suite de fonctions boréliennes de R" — R
telle que :

<i> fnﬂf>

(ii) il existe une fonction borélienne intégrable g telle que Vn, |f,| < g p.p.
Alors f est borélienne intégrable et lim / |fr — f] = 0 (ce qui implique lim / fn= / ).
n—+oo n——+o0o

Théoréme 3.10 (Lemme de Fatou). Soit (f,,) une suite de fonctions boréliennes de R” — R et
positives presque partout. Alors liminf,, f,, est borélienne et on a :

/ liminf f,, <liminf / fn

Théoréme 3.11 (Théoréme de dérivation sous le signe intégral). Soit X, T" des intervalles de R et
h:(z,t) € X x T+ K telle que :

(

) Pour tout = € X, t — h(z,t) est intégrable.
(ii) Pour presque tout t € T', x — h(z,t) est dérivable sur X, de dérive O;h.
ii)

i

(iii) Il existe une fonction intégrable ¢ : R — RT. telle que pour presque tout z € X, |9,.h(z)| <
o(x).

Alors x — / h(z,t)dt est dérivable sur X, de dérivée x — / Ozh(x,t)dt.
T T

Théoréme 3.12 (Permutation série-intégrale). Soit (f,) une suite de fonctions boréliennes de

R™ — R telle que Vn, f, soit positive ou que Z |fn] < 4+00. Alors on a I'égalité :

neN
/;an:%/fn

Théoréme 3.13 (Absolue convergence). Soit (f,,) € LP(R™)N. On suppose que Y, oy [ fall, < +o0.
On a alors :
(i) 32420 | fule)| < +o0 presque partout. On pose alors f(x) "2 S50 £, (x);
(i) f e LP(R");
(iii) Ona > ;o fx e f. De plus, pour tout n € N, il existe h € LP(R") telle que [>"}7_, fx| < h
b.p.



3.4 Produit de convolution

Définition 3.5. Pour f, g boréliennes, on appelle produit de convolution de f et g, qu’on note f * g,
la fonction définit par :

(f % g)(x) = / f(x — t)g(t) dt

Ce produit est associatif et commutatif, et on a de plus (f x g) € LYR™), || f *glly < Ifll; - llgll; et

/f*g:/fx/g.

Théoréme 3.14. Soient p, q tels que % + % =1. Alorson a :
(i) Si f € LP(R") et g € LIY(R™), (f * g) est une fonction continue bornée par || f||,, - [|gll,-
(i) (f,g) € LP(R™) x LI(R™) — f x g € L(R™) est bilinéaire continue.

Théoréme 3.15. Soit f € L' et g € LP avec p € N*. Alors f * g est défini et fini presque partout.
De plus, (f,g) € L} x LP — f x g € LP est bilinéaire continue et || f * gll, < I1f14 - lgll,-

4 Espaces de Hilbert

Ici, H désigne un espace de Hilbert.

4.1 Définitions et premiers résultats

Définition 4.1. Soit E un K-ev.L’application (-,-) : E x E — K est appelé produit scalaire (si
K = R) ou produit hermitien (si K= C) si :
(i) (-,-) est linéaire par rapport a son premier argument
(ii)
)

(iii

Va,y € E, (z,y) = (y,x)

(x,x) > 0, avec égalité si et seulement si x = 0.

Propriété 4.1 (Inégalité de Cauchy-Schwarz). Pour tout z, y € E, | (x,y) | < ||z - |ly|| avec égalité
si et seulement si x et y sont colinéaires.

Définition 4.2. Un espace pré-hilbertien est un espace de Hilbert s’il est complet pour la norme
x> \/(z,x).
4.2 Projection et orthogonalité

Théoréme 4.1 (Théoréme de projection). Soit C' un convexe fermé non vide de H. Pour f € H, on
note d(f,C) = iné d(f, c). Alors pour tout f € H, il existe un unique point g € C, appelé projection
ce

de f sur C tel que : Vh € H, d(f,C) < d(h,C). On a alors que :

Théoréme 4.2. Si F' est un sous-espace vectoriel fermé de H, alors tout élément f de H se
décompose de maniére unique sous la forme f = g+ h avec g € F, h € F-. On a donc H = F 4+ F*-
et (FX)+ =F.



Théoréme 4.3 (Théoréme de Riesz). Pour tout f € H, l'application h € H — (h, f) est une
forme linéaire continue. Réciproquement, si ¢ est une application linéaire continue sur H, il existe
un unique élément f € H tel que Vh € H, ¢(h) = (h, f).

Définition 4.3. Soient f une fonction sur R" et € R™. On note T,(f) :y € R" — f(y —x) |
translatée de f par x. On dit qu’un opérateur 7' est invariant par translation lorsque T(7,(f)) =

To(T(f))-

Théoréme 4.4 (Universalité de la convolution). Soit 7" : £2(R™) — C»(R™) un opérateur linéaire,
invariant par translation et continu. Alors il existe g € L2(R") telle que T'(f) = g * f.

<

4.3 Bases hilbertiennes

Définition 4.4. On dit qu’un sous-ensemble A C H est total si Vect(A) est dense dans H. A
est total dans H si et seulement A+ = {0}. On appelle alors base hilbertienne de H un systéme
orthonormé fini ou infini (e, ) qui est total.

Théoréme 4.5. Tout espace de Hilbert séparable admet une base hilbertienne.

Théoréme 4.6 (Egalité de Parseval). Soit H un espace de Hilbert séparable et (e,) une base
hilbertienne. Alors tout élément f de H peut s’écrire comme la somme d’une série convergente :

f= Z (fren)en = ch(f)en avec cn(f) = (f,en)
Les coordonnées ¢, (f) vérifient 'égalité de Parseval : || f]|* = 3 |en(f)?-

4.4 Séries de Fourier
On considére dans ce paragraphe I’espace hilbertien £2(0, 1) des fonctions définies sur R & valeurs
dans K et 1-périodique. On munit cet espace du produit scalaire (f, g) / fg.

Théoréme 4.7. La famille (e})rez avec ex(x) = e est une base hilbertienne de £2(0,1). Les
ck(f) = (f, ex) sont alors appelés coefficients de Fourier de f.

Définition 4.5. On définit, pour tout f, g € £2(0,1), (f *c g)( / f(x)g(x —t)dt qui est aussi
1-périodique.
Propriété 4.2. Pour tout f, g € £(0,1) :

(i) en(f *c g) = enlf)en(g)

(i) en(f.g9) = ijck(f)cn—k(g)



5 Transformée de Fourier

On peut étendre les résultats de cette section a £2.

Définition 5.1. Soit f € £!. On appelle transformée de Fourier de f, que I'on note fou F(f), la
fonction définie par :

Vz eR, f(z / f(t) e 2imet qt

Propriété 5.1. Soient f, g € L' et a, A € R.
(i) £ est bornée par | f]l; et donc f est linéaire continue de £ dans £>°
(ii f est injective

£ tend vers 0 lorsque |z| tend vers +o0

=g

f iy

)
(iii)
(iv)

(v)

o~

() i g(x) = F(z — @), alors g(z) = J(z) e~2me
(vii) Si g(w) — T2, alors §(x) = F(a)
(viii) Si g(z) = f(§) avec A > 0, alors g(x) = )\f( )
(ix) Si f € L1 N Lo, alors [ € Lo et Hﬂ‘ =1 £l-

(x) F est bijective de Lo dans lui-méme.

Définition 5.2. Si f € £!. On appelle transformée de Fourier inverse, que 1'on note F(f), la
fonction (continue) définie par :

vz e R, F(f /f ) 2Tt 4t

Théoréme 5.1 (Théoréme d’inversion). Si f € L' et f c Ll alors pour presque tout z € R,
]:(f) = f(z). L’égalité ayant lieu presque partout, on peut écrire f(f) f

6 Reégularité et transformation de Fourier, classe de Schwartz

Définition 6.1. On définit I'ensemble CZ° comme I'ensemble des fonctions infiniment dérivables a
support compact. C’est un espace vectoriel.
Théoréme 6.1. Soit p € N*. On a les résultats suivants :
(1) SigeClet heC®, alors gxh € C® et (gxh)™ =gxh,
(ii) Les fonctions C2° sont denses dans LP.
Théoréme 6.2. On a les résultats suivants :
(i) Si fecinLtet f/ e £ alors F(f')(x) = 2imaf(x)
(i) Si fe L' et x— xf(z) € L', alors feclet F(f) = F(x — —2irzf(x))



(iii) Si fec™n Ll et que f*) € L1 pour tout k € [0, n], alors F(f™)(x) = (22713:)”?(3:)
(iv) Si f € L' et 2 —> z¥f(x) € £ pour tout k € [0,n], alors f € C" et

F(H™W = Fla— (—2imz)" f(z))

Définition 6.2. On dit qu’une fonction f est dans la classe de Schwartz, notée S, si :
(i) fec>
(ii) Vn, k € N, zF () ()

|| —=+o0
Propriété 6.1. Soient f, g € S et P un polynoéme & une variable. On a alors :
i) fMes
(i) f-ges
(ii) P- feS
(iv) Vp e N*, f e LP
(v) C*cCS

Théoréme 6.3. La tranformée de Fourier est une bijection de S dans lui-méme, d’inverse F.

7 Régles de calcul dans les espaces L£P([0,1]) et [?

Définition 7.1. [? pour p € N* est l'espace des suites (ug)rez qui vérifient : Y |ugP < +00. On
kEZ
munit cette espace de la norme :

1
p
lell, = (Z w) ou si p = +00, |l = Tl

keZ

Propriété 7.1. Soient p, ¢ € N*. On a les résultats suivants :
(i) Sip <gq, alors £2([0,1] C LP([0,1]).
(ii) Sip < g, alors [P C 9.
(iii) Les fonctions continues sont denses dans £P([0, 1) pour p fini.
(iv) Les suites a support fini sont denses dans [P pour p fini.
Définition 7.2. Si u et v sont deux suites, on appelle produit de convolution et on note (u *v) la

suite définie par (u *v)y, = > UgVy—k-

k
Si f et g sont deux fonctions définies sur [0, 1], on définit leur produit de convolution par :

(f * g)(z /f :L'—tdt/f +x—t)dt

Propriété 7.2. Soient p, q tels que 5 + 5 =1
(i) Si f e LP([0,1]) et g € L9([0,1]), alors f * g est continue sur [0, 1] et est bornée.
(ii) SiwelP et v eld, alors ux v est une suite bornée.
(iii) Si f € £P([0,1]) et g € L1([0,1[), alors f* g € LP([0,1]).
(iv) Siu€lP et v ell, alors uxv € IP.

10



8 Le noyau de Fejér

Définition 8.1. On appelle noyau de Fejér numéro n € N* et on note g, la fonction définie sur
[0,1] par :

n—1

1 n—1 k 0 n— |m| 4
t) = = it e 2immit
gn(t) - E E e g m—

k=0Il=—k m=—n+1

On note G, la fonction définie sur Z par :

0 sijm|>n
GTL = n—|m)| .
— si|m|<n-—-1
Propriété 8.1. Le noyau de Fejér a les propriétés suivantes :
. 2
. 7t
(i) Vn € N*, ¥t €1]0,1[, gn(t) = L (S;?If(’;tf) <0

(ii) Vn, p e N*, g, € LP et Gy, € 1P

1
(iii) Yn € N*, / gn(t)dt =1
0

1-v
(iv) Yv, e € R*, IN € N, Vn<N,/ gn(t)dt < e

(v) Si feLP peN* alors g, * f tend vers f dans LP
(vi) Si fe £l alors Vo € [0,1], (f xgn)(@) = 3 f(k)Gn(k) 2Tk
keZ

(vii) Si f est une fonction bornée et qu’elle est continue en un point x, alors (f * g,)(x) tend vers
f(x) quand n tend vers 4oco.
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